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◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇✐♦✲■♥s♣✐r❡❞ ❆✐r❢♦✐❧

✇✐t❤ ❆✐r✲P❡r♠❡❛❜❧❡ ❍♦❧❡s

❊✳ ❚❛♥❣❡r♠❛♥♥∗✱ ●✳ ❊r❝♦❧❛♥✐∗ ❛♥❞ ▼✳ ❑❧❡✐♥∗

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✿ ❡✐❦❡✳t❛♥❣❡r♠❛♥♥❅✉♥✐❜✇✳❞❡

∗ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❇✉♥❞❡s✇❡❤r ▼✉♥✐❝❤✱ ●❡r♠❛♥②

❆❜str❛❝t✿ ❆♥ ❛✐r❢♦✐❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❜✐r❞✬s ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭Re = 30000✮✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s t✇♦ r♦✇s ♦❢ ❤♦❧❡s ❛❧♦♥❣ ✐ts s❤❛❢t✱
t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛✐r ✐s ♣❛ss✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r
s✐❞❡✳ ❚❤✐s ❛✐r ✢♦✇ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s❤❡❛r ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ ❛♥❞ ❛✛❡❝ts t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❉◆❙✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢❡❛t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢
s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡❞ ✢♦✇ r❡❣✐♦♥s✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥
❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❜❡♥❞s t♦✇❛r❞s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❧✐❢t✳ ❚❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡ r♦✇s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✜♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦
❛❧❧♦✇ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❇✐♦♠✐♠❡t✐❝s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❜✐r❞✬s ❢❡❛t❤❡rs ❢❡❛t✉r❡s ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t❤❡r ❡✈♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛t❤❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r♦✉❣❤ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
✐s♦tr♦♣✐❝ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ s❛♥❞ t②♣❡ ❜✉t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❞✐st✐♥❝t str✉❝t✉r❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❢❡❛t❤❡rs ❛r❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❢♦r♠ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡rs ❛t t❤❡ ✇✐♥❣
t✐♣✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✢♦✇ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♣❛rts✳

▼❛♥② ❜✐r❞ s♣❡❝✐❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡rs ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❣❛✐♥ ❧✐❢t ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✈♦rt❡① ✐♥t♦
s♠❛❧❧❡r ✈♦rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞r❛❣✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺❪✳ ■♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛❝t✉❛❧ ❜✐r❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t❤❡rs ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s ❛t ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✳ ❆s t❤❡ ✢♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ♦♥ ❛ ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡r t②♣✐❝❛❧❧② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 10000 ❛♥❞ 40000✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❛♥❞
s♦❧✐❞ ❢❡❛t❤❡rs ❤❛s s❤♦✇♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t❤❡r✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❛t ❜♦t❤ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛ ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻❪✱ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡❛t❤❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❢❡❛t❤❡r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡s✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛❢t ✭r❛❝❤✐s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❜❛r❜s ✭r❛♠✐✮✱ ❤♦❧❡s
r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ❝❛♥ ♣❛ss ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ✢♦✇
r❛t❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛♥❡s✱ t❤❡ ❜❛r❜s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛r❜✉❧❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧
✐s ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❜✉t t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❡①t❡♥t✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ s♣❡❝✐✜❝ ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❛t t❤❡ ✈❛♥❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❢❛r ❤✐❣❤❡r s✉r❢❛❝❡
❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ♣❛ss✐♥❣✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❤♦❧❡s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡✛❡❝t ❜② t❤❡s❡ ♠✐❝r♦✲❥❡ts ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❧✐❦❡ ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛r❜s✳

✶



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋❡❛t❤❡r ❛✐r❢♦✐❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢r♦♠ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ❊❞❡r ❡t ❛❧✳❬✻❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❱✐❡✇ t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❢❡❛t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✳

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❢❡❛t❤❡r ♦r ❡✈❡♥ ❛ ✇✐♥❣✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ♦♥❧② t❤❡
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ r♦✇s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✇❛②✳ ❋✉❧❧② r❡s♦❧✈✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛
♣❧❛♥❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧

❲✐t❤✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ❬✻❪✱ ❊❞❡r ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛✐r❢♦✐❧ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✇❤✐t❡ st♦r❦✬s ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡r ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❢❡❛t❤❡r ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❛❞ st❛t❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s
❞❛t❛✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❢❡❛t❤❡r ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛s❡ ❛✐r❢♦✐❧✳ ■t
❢❡❛t✉r❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♠❜❡r ♦❢ ✶✵✳✷✪ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✸✷✳✾✪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊❞❡r ❡t ❛❧✳ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❧♦❛❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❣❧✐❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s s❡t t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t
❤✐❣❤ ❧✐❢t ❛s ❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s✱ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡
str♦♥❣❡r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛✐r❢♦✐❧ ✐s ✻✳✷✪ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤❛❢t✳ ■♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛♥❡s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ✹✳✽✪ ❛♥❞ ✸✳✹✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❤❛r♣ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛✐r❢♦✐❧s
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ❛ ✇❤✐t❡ st♦r❦✬s ❢❡❛t❤❡r ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
❜❛s❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② c = 45mm ❛♥❞ ❛♥ ❛✐rs♣❡❡❞ ✐♥ s♦❛r✐♥❣ ✢✐❣❤t ♦❢ V = 10m/s✱
t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r r❡s✉❧ts ✐♥ Re = 30000✳ ❆ s❧✐❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①tr❛❝t❡❞ ❛s ❛ ♣❧❛♥❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ s♣❛♥✲✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛r❜s ✇❤❡r❡ t❤❡②
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛❢t ❢r♦♠ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛♥❡ ✭✈❡①✐❧❧✉♠ ❡①t❡r♥✉♠✮✱ t❤❡
❜❛r❜s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛♥❡ ✭✈❡①✐❧❧✉♠ ✐♥t❡r♥✉♠✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r t❤❡② ❛r❡
❛rr❛♥❣❡❞ ❧❡ss ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❜❡♥t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝✉t❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡s ❢♦r♠❡❞ t❤❡r❡❜② ❛r❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛♥❡ ❜✉t ❛❧s♦ t❤✐♥♥❡r ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ❜✉t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡✳ ❖♥
t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ t❤❡ ❜❛r❜s ❜❡❝♦♠❡ t❤✐❝❦❡r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❤♦❧❡s ❜❡❝♦♠❡ ♥❛rr♦✇❡r✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥s t❤❡
❜❛r❜s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r ❜✉t st✐❧❧ ❧❡❛✈❡ t❤✐♥ ♦♣❡♥ s❧♦ts✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛✐r ❝❛♥ ♣❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❜❛r❜s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❜❛r❜✉❧❡s✳ ❚❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛
s❧✐❣❤t ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r
s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡
❤♦❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t

✷



10mm10mm
1mm1mm

Vexillum ExternumVexillum ExternumVexillum ExternumVexillum Externum

Vexillum InternumVexillum Internum

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇ t♦ ❛ str✐♣ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ✭❧❡❢t✮✳
▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈✐❡✇ t♦ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s✳ ✷❉ s❡❝t✐♦♥ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❝❧♦s❡✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✸❉
✭❜♦tt♦♠✮✳

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❢r♦♥t r♦✇ ❤♦❧❡s ❢❡❛t✉r❡ ❛ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ A/c2 = 13.5 · 10−5 ♦♥
t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 5.2 · 10

−5 ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❛❢t r♦✇ ❤♦❧❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠
A/c2 = 15.4 · 10−5 ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ t♦ 4.2 · 10−5 ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❢t r♦✇ ❢❡❛t✉r❡s t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥②
❤♦❧❡s ♣❡r s♣❛♥ ❛s t❤❡ ❢r♦♥t r♦✇✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇ r❛t❡ ❛❧s♦ ✐s ❤✐❣❤❡r ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞

❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ✢♦✇ s♦❧✈❡r t♦♦❧❜♦①✳ ❋♦r ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞②✱
✜rst t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ❢♦✉r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❉◆❙
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ Pr❡ss✉r❡

✸



✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s✳ ✭❛✮ ①③✲♣❧❛♥❡ ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✭❜✮ ❤♦❧❡ ✐♥❧❡t
♦♥ ❧♦✇❡r s✐❞❡✱ ✭❝✮ ❤♦❧❡ ♦✉t❧❡t ♦♥ ✉♣♣❡r s✐❞❡✳

❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② P■❙❖ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥♥❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❙■▼P▲❊ t②♣❡✳ ❋♦r
t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉◆❙✱ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝❡♥tr❛❧ t②♣❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✉♣✇✐♥❞
t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡s❤ str✉❝t✉r❡✳

❋♦r t❤❡ ❘❆◆❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❙❙❚ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬✼❪ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ γ✲Reθ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❬✽❪ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r❡ ❧❛♠✐♥❛r ✇❤✐❝❤
♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t s❤❡❛r
❧❛②❡r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛♥❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝❛♥♥♦t ❜❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❜② ❘❆◆❙✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❘❆◆❙ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t
♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② r❡✜♥❡❞ ❤❡①❛❤❡❞r❛✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❤❛♥❣✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❧❛②❡rs ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦❢ ❢❛r✜❡❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ✺✵ t✐♠❡s t❤❡ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ c ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❣✳ ■♥ s♣❛♥✲✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❣❡♦♠❡tr② ❡①t❡♥❞s ✵✳✷✺ t✐♠❡s t❤❡ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐♥❣s ❬✾❪✳ ❚❤❡ ✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ✐s s❧✐❣❤t❧② ✇✐❞❡r ✇✐t❤ ❛ s♣❛♥ ♦❢
0.261c ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ♣❛tt❡r♥s✳

❚♦✇❛r❞s t❤❡ ✇✐♥❣✱ ❝❡❧❧ ❧❛②❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❚❤❡
s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❡❧❧ ✐s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ y+ < 1 t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣
♦❢ x+ ❛♥❞ z+ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✽ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♣❛rt ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ ✺ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ●❧✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥❝② CL/CD ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❛✐r✲
❢♦✐❧ ♦✈❡r ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✳

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❜r❡❛❦✉♣ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s❤❡❛r ❧❛②❡r ❛❧s♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❝❡❧❧s ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧②
r❡s♦❧✈❡ t❤❡♠✳

❆ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ❆♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❢t r♦✇ ♦❢ ❤♦❧❡s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✜♥❡ ❝❡❧❧s✱ ✇❛❧❧
❧❛②❡rs ❛❧s♦ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤♦❧❡s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳ ❲✐t❤ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❤♦❧❡s✱ t❤❡ ♠❡s❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ 39.7 · 106 ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ✇✐♥❣ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s 28.6 · 106 ❝❡❧❧s✳

✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❆ s❡r✐❡s ♦❢ ✷❉ ❘❆◆❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❧❡✈❛♥t r❛♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✳ ❚❤❡ s❤❛r♣ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❤❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❣❧❡ ❢♦r t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ✢♦✇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❆ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❧❡❛❞s t♦ ❛ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r s✐❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛✐r❢♦✐❧✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r
❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ♦❢ α = 7

◦✳ ❆t s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛t t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ r❡✲❛tt❛❝❤❡s ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❖♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ ✐t ✐♥✐t✐❛❧❧② r❡♠❛✐♥s ❛tt❛❝❤❡❞ ❜✉t
t❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡s ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ s❤❛❢t ❡✈❡♥ ❛t t❤❡s❡ ❧♦✇ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦✳

❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧✐❢t ❛♥❞ ♦❢ ❣❧✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❘❆◆❙ ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ♦♥❧② ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛r❡❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❇❡st ❣❧✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ α = 3

◦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❛✐r❢♦✐❧ r❛t❤❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❧✐❢t t❤❛♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜② ❊❞❡r ❡t ❛❧✳
❬✻❪✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❧✐❢t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r α = 7

◦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐❞❡❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡
✢♦✇ ❛tt❛❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ st❛rts ♠♦✈✐♥❣ ❢✉rt❤❡r
✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❧✐❢t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❲✐t❤ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α✱ ❧✐❢t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t r❡❞✉❝❡❞
❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥t✐❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❧✐❢t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r α = 18

◦✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡✱ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ α = 6

◦✱ ❛t r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❣❧✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞
s❡♣❛r❛t❡❞ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ st❡♣s ♦❢ 4◦ t♦ α = 10

◦✱ α = 14
◦ ❛♥❞

✜♥❛❧❧② t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❢t ❛t α = 18
◦✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❉◆❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
❧✐❢t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆t t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ t❤❡ ❣❧✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
✐s s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❤✐❣❤❡r α t❤❡ ❤♦❧❡s s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧✐❢t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r α✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ t❤❡ ❧✐❢t ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❧✐❢t ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧✐❢t✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
✇✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
s✐❞❡✱ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ s✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♣❛rt ❢♦r α = 6

◦✳ ■♥ t❤❡ ❛❢t ♣❛rt✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❛❧♠♦st
✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ str♦♥❣❡st ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✱ ✇❤❡r❡

✺
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ Pr❡ss✉r❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
❧♦✇❡r s✐❞❡✳

✻



α = 6
◦ α = 10
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◦ α = 18
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❘❡❣✐♦♥s ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐♥❣ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡❞ ❜② ✐s♦✲❧✐♥❡s ♦❢ ③❡r♦
str❡❛♠✲✇✐s❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❛s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❖♥❧② ✐♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
❛r♦✉♥❞ x/c = 0.2✮✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉rt❤❡r ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t t❤❡ ✢♦✇
✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✳ ■t ❞r♦♣s t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ s❤❛❢t ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉♥t✐❧
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✢♦✇ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞✳

❆❧❧ ♦t❤❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s✳ ❆t α = 10
◦✱ t❤✐s ❡✛❡❝t

❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✳ ■ts ♦♥s❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥
✈❡r② s❧✐❣❤t❧② ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ❤✐❣❤❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ s✉❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r
❛❧♠♦st ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❖♥❧② ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ x/c = 0.3 ❛♥❞ 0.4
❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❤❛❢t ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❯♣ t♦ x/c = 0.3 t❤❡ ❤♦❧❡s ❝❛✉s❡ ❛ str♦♥❣❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❜✉t t❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛tt❛❝❤❡s ❢❛r s♦♦♥❡r
❛♥❞ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇✐♥❣✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡
✢♦✇ ❜❧❡❡❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢t ❤♦❧❡s s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✢♦✇ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛♥❡✳

❆♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐♥❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐s♦✲❧✐♥❡s ♦❢ ③❡r♦ str❡❛♠✲✇✐s❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✜rst s❡♣❛r❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡
s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❆t α = 6

◦✱ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② t❤✐♥♥❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❤♦❧❡ r♦✇ ❜✉t t❤❡♥ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❛❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✱

✼



α = 6
◦ α = 10

◦

α = 14
◦ α = 18

◦

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❖♥s❡t ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜② ✐s♦✲s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② str❡❛♠✲
✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② u✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ s♦❧✐❞ ✇✐♥❣ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ✭r✐❣❤t✮✳

t❤❡ ✇✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ❛❧s♦ ❤❛s ❛ t❤✐❝❦❡r ③♦♥❡ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
❝❤❛♥❣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤❛❢t
❜❡❝♦♠❡s s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❡❛rs ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✳ ❆❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s✱
t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❜❡❝♦♠❡s t❤✐♥♥❡r✱ ✜rst ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜✉t ❢✉rt❤❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ t❤❡ ❡✛❡❝t
❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r✳

❚❤✐s ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r
❧❛②❡r ❛♥❞ ❛✛❡❝ts ✐ts ❜r❡❛❦✉♣ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡
r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ■s♦✲s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦
❢r♦♠ ❜♦t❤ ✇✐♥❣s ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② str❡❛♠✲✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡❣✐♦♥s
♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② r❡✈❡rs❡❞ ✢♦✇✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t s❤❡❛r ❧❛②❡r ✈♦rt✐❝❡s ♦❢ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③ t②♣❡ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞
✉♣♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇✐♥❣s✱ t❤❡② ❜❡❣✐♥ ❛s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s❧♦✇❧② ❜r❡❛❦ ✉♣ ✐♥t♦
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❆t α = 6

◦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ t♦ α = 10

◦✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦✈❡s ✉♣str❡❛♠ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s
❛ st❡♣ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ t♦ s❡♣❛r❛t❡✳ ❆t ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ ✢♦✇ ❛❧r❡❛❞② s❡♣❛r❛t❡s ✉♣str❡❛♠ ♦❢
t❤❡ s❤❛❢t ❛♥❞ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❜r❡❛❦✉♣ s♦♦♥❡r ❛❢t❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❋♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❤♦❧❡s✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦❧❡s ✐s ♦❜✈✐♦✉s ✐♥ t❤❡ ◗ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s✳
❆❧r❡❛❞② ❛t α = 6

◦ ✇r✐♥❦❧❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛ss❡s t❤❡ ✜rst ❤♦❧❡ r❛✇✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s st✐❧❧
❛tt❛❝❤❡❞✱ t❤❡s❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ q✉✐❝❦❧② ❜② t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❆❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤♦❧❡
r❛✇✱ t❤❡ ❥❡ts ♠✐① ✐♥t♦ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♠❛❧❧❡r str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆t α = 10

◦ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡r ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ✐s ✈✐s✐❜❧❡ s❧✐❣❤t❧② ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤♦❧❡ r♦✇✳
❉♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇✱ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✈♦rt❡① ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤
t❤❡♥ t❡♥❞ t♦ ❞❡❝❛② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈♦rt✐❝❡s st❛rt t♦ ❜r❡❛❦ ✉♣✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r α = 14

◦✳ ❆s s❤♦✇♥
❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t ✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ❡✈❡♥ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s♣❧✐t ❜② t❤❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡
❤♦❧❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❆❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤♦❧❡ r♦✇✱ ❛❣❛✐♥ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s
❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥♦✇ ❢♦r♠✐♥❣ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③ ✈♦rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s t❤❡♥ ❡✈❡♥ t❡♥❞ t♦ ❞❡❝❛②
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡ ❣r♦✇✐♥❣✳ ❆s t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✐s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤♦❧❡s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③ ✈♦rt✐❝❡s ❡st❛❜❧✐s❤ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞
♦♥❧② t❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ t♦♦ ✇❡❛❦ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❜r❡❛❦✉♣ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r α = 18

◦✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ❛❧r❡❛❞② ❜❡❝♦♠❡s t✉r❜✉❧❡♥t ✇❤✐❧❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ✜rst
❤♦❧❡ r♦✇✳ ❚❤❡ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③ ✈♦rt✐❝❡s ❞♦ ♥♦t r❡❝♦✈❡r ❜✉t ❛❧r❡❛❞② st❛rt ❜r❡❛❦✐♥❣ ✉♣ ❡①❝✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❥❡ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ▼❡❛♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② k ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞
✢♦✇✳

❚❤❡ s♦❧✐❞ ❢❡❛t❤❡r✱ ✇❤❡r❡❛s✱ s❤♦✇s t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈♦rt✐❝❡s r❡❛❝❤✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❜r❡❛❦ ✉♣✳
❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❣❧❡

♦❢ ❛tt❛❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♣♣❡❛r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧♦✇❡r
s✐❞❡ s❧♦✇❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡✐r ♦♥s❡t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❤✐❣❤❡r
❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇✐♥❣
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s s♦♠❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇
❜✉t ♦♥❧② ❝r❡❛t❡s ❛ ❧❛♠✐♥❛r r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♣r♦❞✉❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✉r❜✉❧❡♥t
str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡② ❛♣♣❡❛r ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❡①✐t✐♥❣ t❤✐s r❡❣✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s
✐s s✉s♣❡❝t❡❞ t♦ ❝❛✉s❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■t ✐♥t❡♥s✐✜❡s t❤❡ ✇❛❧❧✲♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ✢♦✇
♥❡❡❞s t♦ ✜❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧②
❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ r❡✲❛tt❛❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❜② ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✲
st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈✐❡✇s✳ ▼♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✳ ■♥ ❛❧❧
❝❛s❡s✱ t❤❡ ❤♦❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ❛♣♣❡❛rs ♠♦st ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❣❧❡s
♦❢ ❛tt❛❝❦✳ ❯♣♦♥ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✈♦rt✐❝❡s✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❛❦❡ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ▼❡❛♥ ❘❡②♥♦❧❞s s❤❡❛r str❡ss u′w′ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs❡❞
✢♦✇✳

❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✜❡❧❞s ❡①❝✐t✐♥❣ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤♦❧❡s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❧♦ts ❛s t❤❡② ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝❛rr② ♠✉❝❤ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③ ✈♦rt✐❝❡s
❧❡❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ t❤❡② ❣r♦✇ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇❤❡♥
t❤❡② ❜r❡❛❦ ✉♣ ✐♥t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s✳

❋♦r ❛♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✜❡❧❞✱ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ ♠❡❛♥ ❘❡②♥♦❧❞s s❤❡❛r str❡ss u′w′ ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ✇❤❡r❡ u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤♦r❞✲✇✐s❡ ❛♥❞ w t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇✐♥❣
s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❆s ✐♥ t❤✐s s❤❡❛r ❧❛②❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤✐❣❤ ♥❡❣❛t✐✈❡
❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤♦❧❡s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❥❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦❧❡s✱ ❛s
s✉s♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❧♦ts✱ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✈♦rt✐❝❡s✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡st ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ❜❡❤✐♥❞ ♦r ♦♥ t❤❡ s❤❛❢t✳

■♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r α ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ u′w′ ❣❡♥❡r❛❧❧②
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ u′w′ ❜② t❤❡ ❤♦❧❡s r❡♠❛✐♥s ❜✉t ✐s ❤❛r❞❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ◆♦✇ ❛ r❡❣✐♦♥
♦❢ ❤✐❣❤❡r t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛s ❝❧❡❛r❧②
✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❡ t❤❡ ❥❡ts✳

❋♦r ❛ ❝❧♦s❡r ✈✐❡✇ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛ss❡s t❤❡ ❤♦❧❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇s str❡❛♠❧✐♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✢♦✇
✜❡❧❞ ♣❛ss✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧②

✶✵



α = 6
◦ α = 10

◦

α = 14
◦ α = 18

◦

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐♥❣ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ▲✐♥❡s ❝♦❧♦r❡❞ ♦r❛♥❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r♦♥t ❤♦❧❡s✱ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢t ❤♦❧❡s✳

❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ s♣❛♥✲✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s✐❞❡✇✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡
str❡❛♠❧✐♥❡s ♠✐❣❤t ♠❛❦❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛r ❧❡ss ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t❤❛♥ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ✐s✳

❆t α = 6
◦✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❢r♦♠ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❢r♦♥t ❤♦❧❡s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛tt❛❝❤❡❞

✉♥t✐❧ t❤❡② ❤❛✈❡ ♣❛ss❡❞ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❆ s♠❛❧❧ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✱ ✇❤✐❝❤
♠♦st❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ✇✐t❤ ❣r❡❡♥ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛♥❞ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ❢r♦♠
t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s❤❡❛r ❧❛②❡r✳ ❆❜♦✈❡ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✢♦✇ ❢r♦♠
❛❧❧ str❡❛♠❧✐♥❡s ✐s ♠✐①✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ t✇♦ r❡❣✐♦♥s
♦❢ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t ✇❤✐❝❤ ❢❡❡❞ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❤♦❧❡ r♦✇s✳

❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ t♦ α = 10
◦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦✈❡s ✉♣str❡❛♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❙♦♠❡ ❜❧✉❡ str❡❛♠❧✐♥❡s t✉r♥ s❧✐❣❤t❧② ✉♣str❡❛♠ ❜✉t r❡✲❛tt❛❝❤ ✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♠❛✐♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❆❧❧ ❣r❡❡♥ str❡❛♠❧✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❢t r♦✇ ✜rst ♣♦✐♥t ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠✐① ✐♥t♦ t❤❡
s❡♣❛r❛t❡❞ s❤❡❛r ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ s❡❡♥ ❛t α = 6

◦ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛♥② ♠♦r❡✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ str❡❛♠❧✐♥❡s ♣♦✐♥t ✉♣str❡❛♠ ❛❢t❡r
❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❢t r♦✇ ❡✈❡♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❢t ❜❡❢♦r❡ ♠✐①✐♥❣
✐♥t♦ t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞
t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥t❡r t❤❡ ❢r♦♥t r♦✇ ♦❢ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s ✜rst ♣❛ss t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡
s❤❛❢t ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ✢♦✇ r❛t❡ V̇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡s ♣❡r s♣❛♥ b✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❜✉❧❦ s♣❡❡❞ U∞ ❛♥❞ ❝❤♦r❞
❧❡♥❣t❤ c✳ P❧♦tt❡❞ ♦✈❡r ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦✈❡r ♣r❡ss✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❦❡② ❢❛❝t♦r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ✐s t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ♦❢ ❛✐r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❤♦❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s t✇♦ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡✱ ♥❛♠❡❧② ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ✐ts
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❛♥ ✇✐❞t❤ b✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✐s ♠❛❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✇✐t❤ ❢r❡❡str❡❛♠ s♣❡❡❞ U∞ ❛♥❞ ❝❤♦r❞
❧❡♥❣t❤ c t♦ ❡❛s❡ s❝❛❧✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♣❧♦t ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❜❡s✐❞❡s t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r♦♥t ❤♦❧❡s ❛t α = 6

◦✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡❞ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡
❧♦✇❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♣❛rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛✛❡❝ts
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤✐s ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛❧s♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧♦t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s ❛♥ ❛❧♠♦st ✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❢t ❤♦❧❡s✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r t❤❡
❢r♦♥t r♦✇✱ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡❛❝❤ ③❡r♦ ✢♦✇ r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦s❡❞❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ str♦♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛r♦✉♥❞ ✐♥❧❡t
❛♥❞ ♦✉t❧❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇✳

❚❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r♦♥t r♦✇ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢t r❛✇✳ ❚❤✐s ✐s
♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❢t r♦✇ ❢❡❛t✉r❡s t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥② ❤♦❧❡s ❛s t❤❡ ❢r♦♥t r♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤♦❧❡s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ r♦✇s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✱
t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢t ❤♦❧❡ r♦✇ ✐s 2.85 t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❛t α = 6

◦ ❛♥❞ 1.82 t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐s 2.15 ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

❊❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛ ❢❡❛t❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡✐r
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ❢❡❛t❤❡r t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♦♥❧②✱
❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t
s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞s✳ ❊❞❡r ❡t ❛❧✳ ❛❧s♦ st❛t❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥✜r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1.6 ❛♥❞ 2.4
❢♦r t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❤♦❧❡ r♦✇s✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡ ❛❧s♦ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣❧❛♥❛r ❛✐r❢♦✐❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐r❞ ❢❡❛t❤❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❤r♦✉❣❤ ❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛❢t✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉❧❧②
r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈❋❉ s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞② t❤❡✐r ❡✛❡❝t ✐♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✇❛②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❢r♦♠ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ❢❡❛t❤❡r ❧✐❦❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✈❛♥❡s ♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛♥❡✱ t❤❡ ❧✐❢t✐♥❣
❢♦r❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡♠❛✐♥s
❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛t ❧♦✇❡r ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❧✐❢t
✈❛♥✐s❤❡s ❜✉t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦st❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❥❡ts ❢r♦♠ t❤❡
❤♦❧❡s ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s❤❡❛r ❧❛②❡r✳ ■t ✐s ♥♦t str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❡✲❛tt❛❝❤♠❡♥t ❜✉t t❤❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r

✶✷



✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ tr❡♥❞s ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✻❪ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✜♥❞✐♥❣s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❢❡❛t❤❡rs ❛t
❧❛r❣❡r s❝❛❧❡✱ ✇❤❡r❡ ♥♦t ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❱❛♥❝❡ ❆ ❚✉❝❦❡r✳ ●❧✐❞✐♥❣ ❜✐r❞s✿ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞r❛❣ ❜② ✇✐♥❣ t✐♣ s❧♦ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡rs✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✶✽✵✭✶✮✿✷✽✺✕✸✶✵✱ ✶✾✾✸✳

❬✷❪ ▼❛r❝♦ ❑❧❡✐♥❍❡❡r❡♥❜r✐♥❦✱ ▲ ❈❤r✐st♦✛❡r ❏♦❤❛♥ss♦♥✱ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs ❍❡❞❡♥strö♠✳ ▼✉❧t✐✲❝♦r❡❞ ✈♦rt✐❝❡s s✉♣♣♦rt
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❧♦tt❡❞ ✇✐♥❣ t✐♣s ♦❢ ❜✐r❞s ✐♥ ❣❧✐❞✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛♣♣✐♥❣ ✢✐❣❤t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ■♥t❡r❢❛❝❡✱
✶✹✭✶✸✵✮✿✷✵✶✼✵✵✾✾✱ ✷✵✶✼✳

❬✸❪ ❳ P❛s❝♦❡✳ ◆❛❝❤❧❛✉❢✈❡r♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡s ❙t♦r❝❤❡♥✢ü❣❡❧s✳ ■♥st✐t✉t ❢ür ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❦ ❞❡r ❚❯ ▼ü♥❝❤❡♥✱ ✷✵✵✾✳
❬✹❪ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❊❞❡r✳ ❉✐❡ ❇✐♦♥✐❦ ❞❡r ❙❝❤✇✉♥❣❢❡❞❡r❦❛s❦❛❞❡✿ ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛✉❢❣❛❜❡✳ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ✐♥

✉♥s❡r❡r ❩❡✐t✱ ✹✾✭✶✮✿✻✽✕✼✷✱ ✷✵✶✾✳
❬✺❪ ❊✐❦❡ ❚❛♥❣❡r♠❛♥♥✱ ●✐❛♥❛♥t♦♥✐♦ ❊r❝♦❧❛♥✐✱ ❛♥❞ ▼❛r❦✉s ❑❧❡✐♥✳ ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❝ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇✐♦♠✐♠❡t✐❝

❲✐♥❣s ✐♥ ❙♦❛r✐♥❣ ❋❧✐❣❤t ✕ ❛ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙t✉❞②✳ ■♥ ✶✸t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣
❛♥❞ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❊❚▼▼✲✶✸✮✱ ❘❤♦❞❡s✱ ●r❡❡❝❡✱ ✷✵✷✶✳

❬✻❪ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❊❞❡r✱ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❋✐❡❞❧❡r✱ ❛♥❞ ❳❛✈❡r P❛s❝♦❡✳ ❆✐r✲♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❤♦❧❡✲♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ♥♦s❡✲❞r♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧
✐♠♣r♦✈❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❢❡❛t❤❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ P❤②s✐♦❧♦❣② ❆✱ ✶✾✼✭✶✮✿✶✵✾✕
✶✶✼✱ ✷✵✶✶✳

❬✼❪ ❋❧♦r✐❛♥ ❘ ▼❡♥t❡r✳ ❚✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆■❆❆
❥♦✉r♥❛❧✱ ✸✷✭✽✮✿✶✺✾✽✕✶✻✵✺✱ ✶✾✾✹✳

❬✽❪ ❘♦❜✐♥ ❇ ▲❛♥❣tr② ❛♥❞ ❋❧♦r✐❛♥ ❘ ▼❡♥t❡r✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐③❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡s✳ ❆■❆❆ ❥♦✉r♥❛❧✱ ✹✼✭✶✷✮✿✷✽✾✹✕✷✾✵✻✱ ✷✵✵✾✳
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